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1. Основные уравнения

В безразмерных переменных система уравнений мелкой воды с профи-
лем дна h(x) = −x имеет вид [Stoker J.J., 1948]

ut + uux + ηx = 0 ,

ηt +
[
u(η + x)

]
x
= 0 .

(1.1)

Линеаризованная система уравнений мелкой воды имеет вид

Uτ + Ny = 0 ,

Nτ + (yU)y = 0 .
(1.2)
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В работе [Carrier G. F. and Greenspan H. P., 1958] было показано, что
система (1.1) может быть линеаризована точечным преобразованием. В
работе [Доброхотов С.Ю., Тироцци Б., 2010] это преобразование было за-
писано в виде

x = y − N +
1

2
U2 ,

t = τ + U ,

u = U ,

η = N −
1

2
U2 .

(1.3)

Замечание 1.1. В работе [Pelinovsky E.N. and Mazova R.Kh., 1992] ре-
шение нелинейной системы уравнений (1.1) было записано через решение
уравнения Эйлера–Пуассона–Дарбу

∂ 2Φ

∂ λ2
−

∂ 2Φ

∂ σ2
−

1

σ

∂ Φ

∂ σ
= 0 .
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Замечание 1.2. В работе [Аксенов А.В., Дружков К.П., 2016] была ре-
шена задача групповой классификации системы уравнений мелкой во-
ды (1.1) и было показано, что система уравнений (1.1) линеаризуема то-
чечной заменой переменных только в случаях постоянного или линейного
профилей дна (в остальных случаях алгебра Ли операторов симметрии си-
стемы уравнений мелкой воды конечномерна).
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2. Постановка задачи

В работе [Доброхотов С.Ю., Тироцци Б., 2010] было получено следую-
щее семейство точных решений линейной системы уравнений (1.2)

N0 = Re
A(τ + ib)(

y −
(τ + ib)2

4

)3/2
,

U0 = 2Re
A(

y −
(τ + ib)2

4

)3/2
.

(2.1)
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Графики ”шапочки” при A = 4, b = 4:
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В настоящей работе рассматривается решение системы уравнений (1.2)

N = 4ARe
1√

y −
(τ + ib)2

4

,

U = 2ARe
τ + ib

y

√
y −

(τ + ib)2

4

,

(2.2)

полученное из решения (2.1) интегрированием по τ . Здесь y > 0, τ ̸= 0,
A ∈ R, b ∈ R\{0} (условие ImA = 0 является необходимым и достаточ-
ным для того, чтобы U была непрерывна при y > 0).

Замечание 2.1. Интегрирование решения (2.1) по переменной τ позво-
ляет получать решение типа ”ступеньки”.

Замечание 2.2. С помощью решения (2.1) можно также получать новые
решения линейной системы уравнений (1.2), дифференцируя это решение
по переменной τ .
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3. Основные результаты
Запишем решение (2.2) в действительной форме:

N = 2
√
2A sgn (−τb)

√√√√√(
y −

τ 2

4
+

b2

4

)2

+
τ 2b2

4
+

(
y −

τ 2

4
+

b2

4

)
√(

y −
τ 2

4
+

b2

4

)2

+
τ 2b2

4

,

U =

√
2A

y


τ sgn (−τb)

√√√√√(
y −

τ 2

4
+

b2

4

)2

+
τ 2b2

4
+

(
y −

τ 2

4
+

b2

4

)
√(

y −
τ 2

4
+

b2

4

)2

+
τ 2b2

4

+

+ b

√√√√√(
y −

τ 2

4
+

b2

4

)2

+
τ 2b2

4
−

(
y −

τ 2

4
+

b2

4

)
√(

y −
τ 2

4
+

b2

4

)2

+
τ 2b2

4


. (3.1)

(3.1)
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Якобиан преобразования (1.3) можно записать в виде

J = (1 + Uτ)
2 − yU2

y .

Доказано следующее утверждение.
Предложение 3.1. Якобиан J преобразования (1.3) в силу решения (3.1)

отличен от 0 всюду при y > 0, τ ̸= 0 тогда и только тогда, когда

|A| 6
|b|3

16
.

Основная идея доказательства: выбором новых переменных можно све-
сти доказательство к задаче поиска области значений функции двух пе-
ременных. Далее можно показать, что максимум ее модуля достигается
при y = 0, τ = 0.



– 10 –

На плоскости параметров (b,A) область |A| 6
|b|3

16
выглядит следую-

щим образом
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Графики ”ступеньки” при A = 4, b = 4:
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Графики скорости u = u(x, t) ”ступеньки” при A = 4, b = 4:
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