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Постановка задачи

𝑓𝑡 + 𝑣𝑓𝑥 + 𝜑𝑥𝑓𝑣 = 0

𝜑𝑥𝑥 = 4𝜋 න
−∞

+∞

𝑓 𝑥, 𝑣, 𝑡 𝑑𝑣 − 𝑛𝑒

𝑓 𝑥, 𝑣, 𝑡 ≥ 0; 𝑓 𝑥, 𝑣, 0 = 𝑓0 𝑥, 𝑣

Здесь 𝑓 – функция распределения электронов,
𝑡 – время, 𝑥 и 𝑣 – координаты и скорости
электронов, 𝜑 𝑥, 𝑡 – потенциал
самосогласованного электрического поля, 𝑛𝑒 –
плотность электронов в состоянии глобального
термодинамического равновесия, 𝑓0 , 𝜑0 –
начальные данные для функций 𝑓 и 𝜑.
Предполагается, что по аргументу 𝑥 функция 𝑓
распределения электронов или периодична,
или ей присуще подходящее асимптотическое
поведение при 𝑥 → ∞, а по аргументу 𝑣 она
затухает при 𝑣 → ∞.



Закон сохранения энергии

𝐸 ≡
1

2
ඵ

−∞

+∞

𝑣2𝑓𝑑𝑥𝑑𝑣 +
1

8𝜋
න

−∞

+∞

𝜑𝑥
2𝑑𝑥 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

Интеграл движения

𝐶 ≡ ඵ
−∞

+∞

Φ 𝑓 𝑑𝑥𝑑𝑣 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

Φ = Φ(𝑓) − произвольная функция своего аргумента



Стационарные решения

𝑓 = 𝑓0 𝑣 , 𝜑 = 𝜑0 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡: න
−∞

+∞

𝑓0 𝑣 𝑑𝑣 = 𝑛𝑒

𝑓0, 𝜑0 – функция распределения электронов и потенциал самосогласованного 
электрического поля в некотором состоянии локального термодинамического равновесия

Постановка линеаризованной задачи

𝑓𝑡
′ + 𝑣𝑓𝑥

′ + 𝜑𝑥
′ 𝑓𝑣

0 = 0, 𝜑𝑥𝑥
′ = 4𝜋 න

−∞

+∞

𝑓′ 𝑥, 𝑣, 𝑡 𝑑𝑣

𝑓′ 𝑥, 𝑣, 0 = 𝑓0
′ 𝑥, 𝑣

𝑓′, 𝜑′ – малые возмущения некоторого состояния локального термодинамического 
равновесия



Линейный аналог функционала полной энергии

𝐸1 ≡
1

2
ඵ

−∞

+∞ 𝑑2Φ

𝑑𝑓2
𝑓0 𝑓′2𝑑𝑥𝑑𝑣 +

1

8𝜋
න

−∞

+∞

𝜑𝑥
′2𝑑𝑥 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

𝑓′ → 0 при 𝑥 → ∞ или периодично по 𝑥

Достаточное условие линейной устойчивости (теорема 
Ньюкомба – Гарднера – Розенблюта)

1

𝑣

𝑑𝑓0

𝑑𝑣
≤ 0

𝑣2

2
−

𝜑0

2
= −

𝑑Φ

𝑑𝑓
(𝑓0)



Пример

Стационарные решения

𝑓0 =
𝑛𝑒

𝜋
𝑒−𝑣2

𝜑0 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

Контрпример к спектральным теореме Ньюкомба –
Гарднера и критерию Пенроуза

𝜑′ = 𝑐𝑒𝛼𝑡 , 𝛼, 𝑐 ≡ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 𝛼 > 0

𝑓′ = ቊ
𝑥 − 𝑣𝑡 𝑒𝑣𝑡−𝑥 , 𝑥 > 𝑣𝑡, 𝑣 > 0

𝑥 − 𝑣𝑡 𝑒𝑥−𝑣𝑡, 𝑥 < 𝑣𝑡, 𝑣 < 0



Замена независимых переменных

𝑣 = 𝑢 𝑥, 𝜈, 𝑡 ,
𝑑𝜈

𝑑𝑡
≡ 0

𝑓 𝑥, 𝑣, 𝑡 = 𝜌 𝑥, 𝜈, 𝑡
𝜕𝑢

𝜕𝜈
𝑥, 𝜈, 𝑡

−1

,
𝜕𝑢

𝜕𝜈
𝑥, 𝜈, 𝑡 ≠ 0

Постановка задачи 

𝑢𝑡 + 𝑢𝑢𝑥 = 𝜑𝑥, 𝜌𝑡 + (𝜌𝑢)𝑥= 0

𝜑𝑥𝑥 = 4𝜋 න
−∞

+∞

𝜌 𝑥, 𝜈, 𝑡 𝑑𝜈 − 𝑛𝑒

𝑢 𝑥, 𝜈, 0 = 𝑢0 𝑥, 𝜈 , 𝜌 𝑥, 𝜈, 0 = 𝜌0 𝑥, 𝜈

𝜌 → 0 при 𝜈 → ∞

Здесь 𝜈 – лагранжевы координаты
электронов, 𝑢 – поле скорости, 𝜌 – поле
плотности электронов, 𝑢0 и 𝜌0 – начальные
данные для полей 𝑢 и 𝜌.



Интеграл энергии

𝐸2 ≡
1

2
ඵ

−∞

+∞

𝜌𝑢2𝑑𝜈𝑑𝑥 +
1

8𝜋
න

−∞

+∞

𝜑𝑥
2𝑑𝑥 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

𝜌, 𝑢 → 0 при 𝑥 → ∞ или периодичны по 𝑥

Интеграл движения

С1 ≡ ඵ
−∞

+∞

Φ1( ᴂ)
𝜕𝑢

𝜕𝜈
𝑑𝜈𝑑𝑥 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡; ᴂ ≡ 𝜌

𝜕𝑢

𝜕𝜈

−1

: ᴂ𝑡 +𝑢ᴂ𝑥 = 0

Φ1 = Φ1 ᴂ – произвольная функция своего аргумента



Стационарные решения

𝑢 = 𝑢0 𝜈 , 𝜌 = 𝜌0 𝜈 , 𝜑 = 𝜑0 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, ᴂ = ᴂ0(𝜈)

න
−∞

+∞

𝜌0 𝜈 𝑑𝜈 = 𝑛𝑒 , 𝜌0 → 0 при 𝜈 → ∞

Постановка линеаризованной задачи

𝑢𝑡
′ + 𝑢0𝑢𝑥

′ = 𝜑𝑥
′ , 𝜌𝑡

′ + 𝑢0𝜌𝑥
′ + 𝑢𝑥

′ 𝜌0 = 0, ᴂ𝑡
′ + 𝑢0ᴂ𝑥

′ = 0

𝜑𝑥𝑥
′ = 4𝜋 න

−∞

+∞

𝜌′ 𝑥, 𝜈, 𝑡 𝑑𝜈, 𝜌′ → 0 при 𝜈 → ∞

𝑢′ 𝑥, 𝜈, 0 = 𝑢0
′ 𝑥, 𝜈 , 𝜌′ 𝑥, 𝜈, 0 = 𝜌0

′ 𝑥, 𝜈 , ᴂ′ 𝑥, 𝜈, 0 = ᴂ0
′ (𝑥, 𝜈)



Линейный аналог функционала полной энергии

𝐸3 ≡
1

2
ඵ

−∞

+∞

𝜌0𝑢′2 + 2𝑢0𝑢′𝜌′ +
𝑑2Φ1

𝑑ᴂ2
(ᴂ0)ᴂ′2

𝑑𝑢0

𝑑𝜈
𝑑𝜈𝑑𝑥 +

1

8𝜋
න

−∞

+∞

𝜑𝑥
′2𝑑𝑥 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

𝜌′, 𝑢′, ᴂ′ → 0 при 𝑥 → ∞ или периодичны по 𝑥

𝑢02

2
−

𝜑0

2
= −

𝑑Φ1

𝑑ᴂ
ᴂ0

Поле лагранжевых смещений

𝜉 = 𝜉 𝑥, 𝜈, 𝑡 : 𝜉𝑡 = 𝑢′ − 𝑢0𝜉𝑥



Преобразованная линеаризованная задача

𝜉𝑡𝑡 + 2𝑢0𝜉𝑥𝑡 + 𝑢02𝜉𝑥𝑥 = 𝜑𝑥
′

𝜑𝑥𝑥
′ = − 4π න

−∞

+∞

𝜌0𝜉𝑥𝑑𝜈

𝜌′ = −𝜌0𝜉𝑥,
𝜕𝑢′

𝜕𝜈
= −

𝑑𝑢0

𝑑𝜈
𝜉𝑥 , ᴂ′ ≡ 0

𝜉 𝑥, 𝜈, 0 = 𝜉0 𝑥, 𝜈 ,
𝜕𝜉

𝜕𝑡
𝑥, 𝜈, 0 =

𝜕𝜉

𝜕𝑡
0

𝑥, 𝜈

𝜉 → 0 при 𝜈 → ∞



Преобразованный линейный аналог функционала полной 
энергии 

𝐸3 ≡
1

2
ඵ

−∞

+∞

(𝜌0𝜉𝑡
2 − 𝜌0𝑢02𝜉𝑥

2)𝑑𝜈𝑑𝑥 +
1

8𝜋
න

−∞

+∞

𝜑𝑥
′2𝑑𝑥 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

𝜉 → 0 при 𝑥 → ∞ или периодично по 𝑥

𝐸3 ≡
1

2
ඵ

−∞

+∞

𝜌0 − 𝑢0ᴂ0
𝜈 𝑢′2𝑑𝜈𝑑𝑥 +

1

8𝜋
න

−∞

+∞

𝜑𝑥
′2𝑑𝑥 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 , 𝑢0

𝑑ᴂ0

𝑑𝜈
≤ 0

ᴂ′ ≡ 0 ⇒ 𝜌′ = ᴂ0
𝜕𝑢′

𝜕𝜈
, න

−∞

+∞

ቚ𝑢0ᴂ0𝑢′2

𝜈→−∞

𝜈→+∞
𝑑𝑥 → 0

Достаточное условие линейной устойчивости



Функционал Ляпунова

𝑀 ≡ ඵ
−∞

+∞

𝜌0𝜉2𝑑𝜈𝑑𝑥

𝑑𝑀

𝑑𝑡
= 2 ඵ

−∞

+∞

𝜌0𝜉𝜉𝑡𝑑𝜈𝑑𝑥,
𝑑2𝑀

𝑑𝑡2
= 2 ඵ

−∞

+∞

𝜌0𝜉𝑡
2 + 𝜌0𝜉𝜉𝑡𝑡 𝑑𝜈𝑑𝑥

𝑑2𝑀

𝑑𝑡2
− 2𝜈

𝑑𝑀

𝑑𝑡
+ 2 𝜈2 + 𝛼1

′ 𝑀 ≥ 0; 𝜈, 𝛼1
′ > 0

Основное дифференциальное неравенство



Дополнительные условия

𝑀
𝜋𝑛

2 𝜈2 + 2𝛼1
′

> 0; 𝑛 = 0,1,2, …

𝑑𝑀

𝑑𝑡

𝜋𝑛

2 𝜈2 + 2𝛼1
′

≥ 2 𝜈 +
𝛼1

′

𝜈
M

𝜋𝑛

2 𝜈2 + 2𝛼1
′

, 𝑀
𝜋𝑛

2 𝜈2 + 2𝛼1
′

= 𝑀 0 exp
𝜈𝜋𝑛

2 𝜈2 + 2𝛼1
′

𝑑𝑀

𝑑𝑡

𝜋𝑛

2 𝜈2 + 2𝛼1
′

=
𝑑𝑀

𝑑𝑡
0 exp

𝜈𝜋𝑛

2 𝜈2 + 2𝛼1
′

, 𝑀 0 > 0,
𝑑𝑀

𝑑𝑡
0 ≥ 2 𝜈 +

𝛼1
′

𝜈
M 0

Априорная оценка снизу

𝑀 𝑡 ≥ 𝐶exp 𝜈𝑡 , 𝐶 ≡ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0



Пример

Стационарные решения

𝜌0 = 𝑒−𝑣2
, 𝑢0 ≡ 𝜈, 𝜑0 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

Контрпример к спектральным теореме Ньюкомба –
Гарднера и критерию Пенроуза

𝜑′ = 𝑐𝑒𝛼𝑡, 𝛼, 𝑐 ≡ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 𝛼 > 0

𝜉 =
𝑒𝜈𝑡−𝑥 𝜈 −

𝑡

2
, 𝜈 > 0, 𝑥 > 0

𝑒𝑥−𝜈𝑡 𝜈 +
𝑡

2
, 𝜈 < 0, 𝑥 < 0



Спасибо за внимание!


